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Вопросы создания и использования микро- и нанометровых антенн для генерации и приема элек-
тромагнитного излучения все еще актуальны как в фундаментальном, так и в прикладном аспектах. 
С уменьшением размеров антенны частота электромагнитного излучения увеличивается, а мощность –
падает. Для увеличения мощности излучения обычно применяются периодические (в пространстве) 
электродинамические структуры. Цель работы – найти возможность применения инжекции и (квази)-
баллистического дрейфа одиночных электронов внутри изогнутых углеродных нанотрубок для излу-
чения электромагнитной волны в микроволновом диапазоне и определить параметры излучательной 
системы, которые влияют на мощность излучения.
Расчетным способом в рамках классической электродинамики показана принципиальная возмож-
ность генерации электромагнитного излучения гигагерцового диапазона потоком одиночных электро-
нов внутри полой изогнутой диэлектрической углеродной нанотрубки. 
Установлено, что спектром и мощностью этого излучения можно управлять, варьируя плот-
ность потока электронов, длину и кривизну полой нанотрубки.
Результаты работы могут быть использованы при разработке микроминиатюрного источника ми-
кроволнового электромагнитного излучения на основе изогнутой углеродной нанотрубки в технике 
бесконтактной зондовой микроскопии.
Ключевые слова: изогнутая полая углеродная нанотрубка, поток одиночных электронов, электро-
магнитный излучатель, электрический дипольный момент.
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Abstract
The problems of elaboration and application of micro- and nanometer sized antennas for the generation 
and reception of electromagnetic radiation is still relevant in both fundamental and applied aspects. With de-
creasing antenna size, the frequency of electromagnetic radiation increases, and its power decreases. To in-
crease the radiation power, the periodic (in space) electrodynamic structures are used. The aim of the work is 
to find the possibility of application of injection and (quasi)ballistic drift of single electrons inside curved car-
bon nanotubes for emission of electromagnetic waves in the microwave range and to determine the parame-
ters of the radiating system that affect the radiation power.
By the calculation within the framework of classical electrodynamics it is shown the possibility in prin-
ciple of generation of electromagnetic radiation of the gigahertz range by a stream of single electrons inside 
a hollow curved dielectric carbon nanotube. 
It was found that the spectrum and power of this radiation can be controlled by varying the electron flux 
density, length and curvature of the hollow nanotube.
The results of the work can be applied for elaboration of a microminiature emitter of microwave electro-
magnetic radiation based on a curved carbon nanotube in the engineering of contactless probe microscopy.
Keywords: сurved hollow carbon nanotube, stream of single electrons, electromagnetic emitter, electric di-
pole moment.
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Введение
Прямая (неизогнутая) одностенная углерод-
ная нанотрубка – это полая цилиндрическая ма-
кромолекула с нанометровым диаметром и ми-
кронной длиной [1]. Уникальные механические 
[2] и электрические [3] свойства одностенных 
углеродных нанотрубок дают возможность изго-
тавливать на их основе устройства электромеха-
ники, наноэлектроники и радиооптики [4–7].
Расчет электромеханических и оптоэлектрон-
ных устройств из углеродных нанотрубок метода-
ми квантовой физики и химии (из первых прин-
ципов) все еще невозможен [8], поэтому созда-
ние физической модели, отражающей экспери-
ментально достижимую ситуацию [6], является 
актуальной задачей.
Отметим, что с уменьшением размеров ра-
диоантенны частота излучения увеличивается, а 
мощность излучения падает. Поэтому в антеннах 
с размерами активных элементов много меньши-
ми длины волны излучения для увеличения мощ-
ности применяются периодические (в простран-
стве) электродинамические структуры [9]. 
Цель работы – расчетным способом указать 
возможность применения изогнутой углеродной 
нанотрубки в изоляторном состоянии, внутри ко-
торой движутся одиночные электроны, для полу-
чения электромагнитного излучения в микровол-
новом диапазоне длин волн.
Здесь заметим, что электрон, движущийся по 
искривленной траектории, излучает при любом 
соотношении между скоростью, кривизной тра-
ектории и фазовой скоростью электромагнитных 
волн в окружающей электрон среде [10, 11]. 
Рассмотрим одностенную углеродную нано-
трубку, пассивированную с двух сторон водоро-
дом (извне и внутри), так что проводимость угле-
родного каркаса трубки пренебрежимо мала. (Из-
вестна пассивация водородом графена (бесщеле-
вого полупроводника), сопровождающаяся пре-
вращением графена в изолятор – графан [12].) 
В качестве электрических контактов (катода и 
анода) к углеродной нанотрубке могут использо-
ваться «атомные» контакты [13]. В частности, в 
качестве катода с низкой величиной работы вы-
хода электронов под действием света могут ис-
пользоваться металлические наночастицы, акти-
вированные цезием и кислородом [14]. Для полу-
чения одиночных электронов внутри нанотруб-
ки может быть реализована схема кулоновской 
дезынтеграции слабых электронных потоков [15]. 
Далее, для одиночных электронов, испущенных 
(фото)катодом, необходимо создать условия для 
движения их от катода к аноду по траектории, ко-
торая находится внутри углеродной нанотрубки. 
Например, внешним источником магнитного по-
ля создать такую конфигурацию магнитных си-
ловых линий, чтобы линии магнитной индукции 
совпадали с изогнутой нанотрубкой. Здесь мож-
но воспользоваться аналогией со схемой созда-
ния конфигурации магнитного поля для получе-
ния магнитодрейфового (изгибного) электромаг-
нитного излучения релятивистских электронов 
[16, 17]. Итак, полая углеродная диэлектрическая 
нанотрубка рассматривается далее как электрон-
ный «волновод».
Модель движения одиночных 
электронов внутри изогнутой 
углеродной нанотрубки 
Рассмотрим полую углеродную нанотрубку, 
сжатую между двумя металлическими электро-
дами, расстояние D между которыми меньше ее 
длины L в разогнутом состоянии (см. рисунок 1). 
Пусть T – время дрейфового пролета одного элек-
трона от катода до анода. Из катода в нанотрубку 
через равные промежутки времени τ < T инжек-
тируются одиночные электроны с постоянной по 
величине скоростью v << c, где c = (ε0μ0)
−1/2 – ско-
рость света в вакууме; ε0 = 8,85 пФ/м – электри-
ческая постоянная, μ0 = 1,26 мкГн/м – магнитная 
постоянная. Рассмотрим возникающее излучение 
электронов в нанотрубке на расстояниях больших 
ее длины (в так называемой дальней зоне). По-
скольку электроны движутся по изогнутой траек-
тории, то появляется электрический дипольный 
момент системы (нанотрубка + электроны в ней) 
с ненулевой второй производной по времени t. 
Так как электрический дипольный момент угле-
родной нанотрубки с движущимся в ней одиноч-
ным электроном не равен нулю, то можно прене-
бречь квадрупольным и магнитно-дипольным из-
лучениями, а ограничиться рассмотрением лишь 
дипольного излучения [10]. Согласно [11, 18], ин-
тенсивность дипольного электромагнитного из-
лучения электрона в трубке:
dI(n) = 
1
4 4
0 0
2
2
2
2
pi
µ ε
pi
/
c
d
dt
dp n





×








Ω , (1)
где dI(n) – количество энергии, излучаемой дви-
жущимся внутри нанотрубки электроном за еди-
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ницу времени внутрь телесного угла dΩ в на-
правлении единичного вектора n, направленно-
го от электрона к наблюдателю; p(t) – дипольный 
момент движущегося в трубке одиночного элек-
трона в момент времени t (вектор p направлен от 
электрона к аноду).
При таком выборе координатных осей x, y, z, 
как показано на рисунке 1, в любой момент вре-
мени трубка с электроном обладает дипольным 
моментом p с компонентами px и py. Раскрывая 
квадрат векторного произведения в формуле (1), 
и интегрируя dI(n) в сферической системе коор-
динат (z = r cosθ, x = r sinθ cosφ, y = r sinθ sinφ) по 
всем направлениям n, получаем полную интен-
сивность электромагнитного излучения электро-
на, движущегося внутри нанотрубки:
I = 
µ ε
pi
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Чтобы охарактеризовать спектр излучения 
электрона внутри полой нанотрубки, введем ко-
личество энергии dEω, излученной в виде элек-
тромагнитных волн с угловыми частотами ω = 2πf 
в интервале dω/2π = df, следуя [10, 11]: 
dEω = 
µ ε
pi
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где индекс ω при компонентах вектора d2p/dt2, 
обозначает значения их фурье-образов в точке ω 
(в пространстве угловых частот):
d p
dt
d p
dt
i t dtx x
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Определим (d2px/dt
2)2ω для трубки. Диполь-
ный момент одного электрона, находящегося 
внутри нанотрубки на расстоянии x(t) от поло-
жительного электрода (анода), равен px
(1) = ex(t) 
(его фурье-образ px
(1)
ω). Воспользуемся тем, что 
(d2px
(1)/dt2)ω = −ω
2px
(1)
ω; xω = (dx/dt)ω/(−iω), тогда:
px
(1)
ω = e x t i t dt
T
( )exp( )ω
0
⌠
⌡
  = e
dx dt
i
i t dt
T
/
−
⌠
⌡

ω
ωexp( )
0
 = 
        = exω = 
ie i h x dx
D
ω
ωexp[ ( ) ]/v
0
⌠
⌡
 , (5)
где e = 1,6·1019 Кл – элементарный заряд, T – вре-
мя движения электрона внутри изогнутой трубки 
от катода к аноду, v – скорость электрона. В фор-
муле (5) величина h(x) = ∫0
x
(1 + (y'(ξ)2)1/2dξ = [(D2 + 
+ a2π2)1/2/π]E[πx/D, a2π2/(D2 + a2π2)] – зависимость 
длины пути, пройденного электроном в трубке от 
координаты x; D – расстояние между электрода-
ми, y(x) = a sin(πx/D) – уравнение, определяющее 
форму сжатой нанотрубки (см., например, [19]), 
величина a такова, что полная длина кривой рав-
на L = (2D/π)E(−a2π2/D2); здесь E(n,m) и E(m) – 
неполный и полный эллиптические интегралы 
Лежандра второго рода [20, 21].
Представим дипольный момент цепочки сле-
дующих друг за другом через промежуток време-
ни τ = T/N электронов внутри нанотрубки как сум-
му дипольных моментов от N отдельных электро-
нов pxω = ∑
N
k=1 px
(1)
ω(k, τ). Если в момент времени t 
дипольный момент какого-то выделенного элек-
трона есть ex(t), то дипольный момент электро-
на, следующего за выделенным, равен ex(t − τ). 
Тогда для цепочки следующих друг за другом N 
электронов, одновременно движущихся внутри 
изогнутой нанотрубки, с учетом (5) получаем:





  
−
Рисунок 1 – Электрон (e−) внутри полой углеродной 
нанотрубки длиной L, сжатой между катодом (x = 0) и 
анодом (x = D) и выгнутой в плоскости xy
Figure 1 – Electron (e−) inside hollow carbon nanotube 
of length L, which is compressed between cathode (x = 0) 
and anode (x = D) and curved in the xy plane
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pxω = e x t k i t dt
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+ −
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=
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ω
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


⌠
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=
∑ 1
0
1 v
. (6)
где T = L/v – время пролета электрона внутри 
трубки между катодом и анодом.
Аналогично, для pyω получаем:
pyω = exp[ ( ) ] exp
( ) ( )i k ie i h x y x dx
D
k
N
ω τ
ω
ω
− 




 ′
⌠
⌡

=
∑ 1
0
1 v
. (7)
Согласно формулам (6) и (7), фурье-образ 
дипольного момента движущихся внутри нано-
трубки N электронов представляется как произ-
ведение функции ∑Nk=1 exp[iω(k  − 1)τ] и фурье-
образа дипольного момента одного электрона 
px
(1)
ω = (ie/w)∫0
D
exp[iωh(x)/v]dx, и аналогично для 
py
(1)
ω. Этот способ нахождения дипольного мо-
мента электронов в трубке может быть обобщен 
на случай, когда промежуток времени τ = T/N не 
является постоянным, а изменяется известным 
образом от электрона к электрону [10, 22].
Из (3)–(7) для энергии, излученной N одно-
временно движущимися (дрейфующими) внутри 
изогнутой трубки электронами, находим
E(N ) = 
µ ε
pi
0 0
23
/
c
 × 
         × ω
ωτ
ωτ
ω
piω ω
4 1 2 1 2
2
2
0
2
2 2
(| | | | ) sin ( )
sin ( )
( ) ( )p p N dx y+
∞
⌠
⌡

/
/
. (8)
В формуле (8) устремим N формально к бес-
конечности (фактически для N >> 1). В этом слу-
чае интенсивность излучения одного электрона, 
усредненная по времени в интервале 0 < t < T, вы-
ражается как:
I = lim ( )
N
E N
NT→∞
.  (9)
Так как limN→∞[sin(xN )/x] = πδ(x), то функ-
ция sin(ωτN/2)/sin(ωτ/2) при N >> 1 ведет себя в 
окрестности ω'k = 2πk/τ подобно дельта-функции 
π δ(ω − ω'k), где k – целое положительное число. 
Действительно, согласно [21], имеем:
lim sin( )
sin( )
[ ]
N k
k
N
→∞
→ ′
= − ′ =
ω ω
ωτ
ωτ
ω ω ε
/
/
2
2
 =  
  = lim sin( ) ( ) ( )
N
N
→∞
→
= =
ε
pi
ετ
piετ
piδ ετ
pi
τ
δ ε
0
2
2
2 2/
/
/ . 
Преобразуем квадрат дельта-фун кции следу-
ющим образом (см., например, [23]):
lim sin ( )
sin ( )
[ ]
lim sin
N k
N
k
N
→∞
→ ′
→∞
→
= − ′ = =
=
ω ω
ε
ωτ
ωτ
ω ω ε
pi
2
2
0
2
2
2
/
/
2
2
0
2
2
2 2
2
( )
( )
( ) lim sin( )
(
ετ
piετ
piδ ετ
ετ
piετ
piδ ετ
ε
N
N
N
/
/
/ /
/
=
= =
=
→∞
→
/2 1
2 2
2
0
) lim exp ( )
N
N
N
i k dk N
→∞
→ −





 =
⌠
⌡

ε
ετ
τ
piδ ε . (10)
Подставляя выражение (8) в (9) и учитывая 
(10), получаем (в пределе N >> 1):
I = I c T
p pk
k
N
k x k y k
k
N
= =
∑ ∑= +
1
0 0
2
4 1 2 1 2
13
µ ε
pi τ
ω ω ω
/
(| | | | )( ) ( ) . (11)
где ωk = 2pk/t; k – целое положительное число.
Результаты и обсуждение
Величина мощности электромагнитного из-
лучения на данной частоте fk = ωk/2π = k/τ зави-
сит от числа N электронов, одновременно и по-
рознь движущихся внутри трубки, длины трубки 
L, расстояния D между катодом и анодом, дрей-
фовой скорости электрона v, времени T = L/v 
пролета одним электроном всей длины L и интер-
вала времени τ = T/N следования электронов. 
При заданных параметрах (k = 1, 2, 3, ..., N; L, 
v, τ) мощность излучения Ik на данной частоте ωk 
зависит от расстояния D между электродами (ко-
торое отвечает за «изогнутость» трубки). Резуль-
таты расчета по формуле (11) с учетом (6) и (7) 
интенсивности излучения N электронами, одно-
временно находящимися в нанотрубке и летящи-
ми друг за другом на расстоянии vτ = vT/N, в за-
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висимости от расстояния D между катодом и ано-
дом приведены на рисунке 2.
Результаты численного расчета зависимости 
мощности излучения Ik на k-й гармонике от номе-
ра гармоники k приведены на рисунке 3.
Энергия излучения рассмотренной системы 
имеет максимумы при некоторых частотах, зна-
чения которых определяются промежутком вре-
мени τ = T/N следования друг за другом N элек-
тронов внутри полой нанотрубки. Мощность из-
лучения при постоянной длине трубки зависит от 
расстояния между катодом и анодом, сжимающи-
ми трубку. Таким образом, получаем настраивае-
мый по мощности I и частоте f = ω/2π источник 
электромагнитного излучения.
Из рисунков 2 и 3 видно, что и спектром, и 
мощностью «изгибного» электромагнитного из-
лучения можно управлять, изменяя кривизну 
изогнутой полой нанотрубки, а также число элек-
тронов, движущихся в ней. Отметим, что, соглас-
но принципу Гюйгенса, суммарное электромаг-
нитное излучение с конечного участка углерод-
ной нанотрубки есть результат интерференции 
электромагнитных волн, испущенных электро-
ном в каждой точке своего пути вдоль нанотруб-
ки от катода к аноду [22, 24, 25]. Поэтому для чет-
ного числа электронов N внутри нанотрубки из-
лучаемая электромагнитная энергия меньше, чем 
для нечетного N.
Заключение
Расчетным способом в рамках классической 
электродинамики показана принципиальная воз-
можность генерации электромагнитного излуче-
ния гигагерцового диапазона одиночными элек-
тронами, движущимися внутри изогнутой ди-
электрической углеродной нанотрубки. 
Представляется перспективным использо-
вание таких нанотрубок в качестве микромини-
атюрных источников микроволнового электро-
магнитного излучения в бесконтактной зондовой 
микроскопии для измерения локальных электри-
ческих и магнитных параметров наноструктури-
рованных (композитных) материалов (см., напри-
мер, [26]). 
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Рисунок 2 – Зависимость мощности k-й гармоники 
электромагнитного излучения от расстояния D меж-
ду электродами при следующих параметрах системы: 
L = 100 мкм; k = 1, 2, 3 (кривые 1, 2, 3); v = 3·105 м/с; 
N = 3; τ = T/3
Figure 2 – Dependence of power of k-th harmonic of elec-
tromagnetic radiation on the distance D between electrodes 
for the following parameters of system: L = 100 µm; k = 1, 
2, 3 (curves 1, 2, 3); v = 3·105 m/s; N = 3; τ = T/3
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Рисунок 3 – Зависимость мощности k-й гармоники 
электромагнитного излучения от частоты fk = ωk/2π 
при параметрах системы: L = 100 мкм, D = 0,3L, v = 
= 3·105 м/с; N = 3, 4, 5, 6 (кривые 1, 2, 3, 4). Штриховые 
линии проведены для удобства восприятия
Figure 3 – Dependence of power of k-th harmonic of 
electromagnetic radiation on the frequency fk = ωk/2π 
for the parameters of system: L = 100 µm, D = 0.3L, v = 
= 3·105 m/s; N = 3, 4, 5, 6 (curves 1, 2, 3, 4). The dashed 
lines are guides to the eye
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